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Децентрированные пучки Куммера-Гаусса 
 
С.С. ГИРГЕЛЬ 
 
Развит формализм для описания параксиальных трехмерных децентрированных 3D световых пуч-
ков Куммера-Гаусса. Сформулированы и проанализированы условия физической реализуемости 
центрированных и нецентрированных пучков Куммера-Гаусса. Показано, что децентровка приво-
дит к значительному сужению областей квадратичной интегрируемости функций Куммера и тем 
самым их физической реализуемости. 
Ключевые слова: децентрированные пучки, параксиальные пучки, пучки Куммера-Гаусса, пучки 
Эрмита-Гаусса, квадратичная интегрируемость. 
 
The formalism for the description of the paraxial three-dimensional decentered 3D Kummer-Gauss light 
beams is developed. Conditions for physical feasibility of the aligned and uncentered Kummer-Gauss 
beams are formulated and analysed. It is shown that the decentering leads to considerable narrowing of 
areas of square integrability of functions of Kummer and, thereby, their physical feasibility. 
Keywords: decentered beams, paraxial beams, Kummer-Gaussian beams, Hermite-Gaussian beams, 
square integrability. 
 
Введение. В настоящее время продолжается [1]–[10] поиск все новых и новых решений 
для оптических полей, которые обладали бы новыми, интересными свойствами. Наибольший 
интерес представляют узконаправленные (пучковые) решения, реализуемые экспериментально 
[1]–[2]. Такие пучки часто можно считать параксиальными. К ним относятся гауссовы пучки 
[1], пучки Эрмита-Гаусса )( GH  [1]–[3], Лагерра-Гаусса [1], Бесселя–Гаусса [4] и многие дру-
гие [2]–[10]. В наших работах [8]–[10] был предложен формализм для описания центрирован-
ных 2D и 3D пучков Куммера-Гаусса )( GK . В настоящей работе проанализированы условия 
физической реализуемости центрированных и нецентрированных 3D пучков GK . 
Децентрированные 3D пучки Куммера-Гаусса. Для монохроматических волн вида 
)(),( tiftf expr  скалярное 3D параболическое уравнение, описывающие амплитуду f  па-
раксиальных световых пучков, имеет вид [1] 
0)2( 2,
2
, fki zyyxx .                                                       (1) 
Целесообразно перейти к безразмерным переменным [10] 
./,/,/ 000 zzZxyYxxX                                                    (2) 
Здесь 0x  и 2/
2
0kxz  – некоторые характерные вещественные размеры пучка в направ-
лениях, параллельных осям 0Х и 0Y соответственно. Теперь параболическое уравнение (1) 
приобретает простейшую форму 
0)4( 2 ,
2
, fi ZYYXX .                                                         (3) 
В работе [10] нами было показано, что решения для 3D световых пучков GK   можно 
представить, как произведение двух решений, описывающих 2D пучки GK   для плоскостей 
XOZ и YOZ соответственно. Поэтому общее решение для амплитуды ),,( ZYXf  астигматиче-
ского 3D скалярного пучка  GK   имеет вид [10] 
)))),,(),,( 31211 ZhYhXhZYXGZYXf ((( .                                           (4) 
Функцию )3 Zh (  можно представить в форме: 
2
0
0
2
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YY
YY
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QP
PQ
QP
PQ
Zh ,                                                      (5) 
а новые переменные 1X , 1Y  выражаются через X ,Y  согласно [10], как 
;/1/1 2,,
2
1 XQPiX YXYX  ./1/1
22
1 YQPiY YY                         (6) 
Параметры XQ , YQ , XP , YP  – введенные [10] безразмерные комплексные параметры пучка:  
,0,0, YXYX QZQ    где  
''
0,0
'
0,00,0 YXYXYX iQQQ ;                                    (6) 
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,0,0, YXYX PZP    где  
''
0,0
'
0,00,0 YXYXYX iPPP .                                      (8) 
Здесь и далее штрихами помечаем вещественные и мнимые части различных величин. 
),, ZYXG(  –астигматический гауссиан [5], [10] 
YXYX
YX
Q
Y
Q
X
iexp
QQ
QQ
ZYXG
22
00),,( ,                                               (9) 
который является также фундаментальным решением параболического уравнения (3) 
Общие выражения для амплитуд )( 11 Xh  и )( 12 Yh  3D пучка GK  можно выразить через 
одну конфлюэнтную гипергеометрическую функцию 1F  [11], которая эквивалентна функции 
Куммера M  [11]–[12]: 
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где 2211 ,,, BABA  – некоторые произвольные постоянные. Индексы 1  и 2  функций Куммера М 
в общем случае могут быть комплексными. Пометки o и e помечают соответственно четность 
(even) и нечетность (odd) функций eh  и oh  относительно изменения знаков их аргументов. 
Здесь мы обобщим эти результаты на случаи возможных небольших искажений пучка. 
Практически, пучки могут быть смещены в поперечных направлениях относительно оси рас-
пространения 0Z. Их ось может быть смещена (displacement) параллельно оси 0Z в некото-
ром направлении и наклонена (titled) на некоторый угол относительно оси 0Z. Такие пучки 
называются децентрированными (decentered). Эти искажения будем формально описывать 
добавками к поперечным координатам X  и Y  с помощью комплексных скаляров 0X  и 0Y , 
т. е. во всех формулах (5), (8)–(10) и в (4) первоначальные переменные X  и Y заменим на де-
центрированные переменные dX  и dY : 
0XXX d , где .000 XiXX                                                  (12) 
0YYYd , где .
''
0
'
00 iYYY                                                        (13) 
Например, здесь параметр 0X  характеризует начальное поперечное смещение, а 0X  – 
наклон пучка в плоскости XOZ. Смысл обозначений для параметров ''0
'
0 , YY  аналогичен. 
Итак, соотношения (4)–(11) с децентрированными поперечными переменными dX  и dY  (12), 
(13) описывают решения для амплитуд скалярных параксиальных децентрированных астигмати-
ческих 3D пучков  GK  . Эти выражения зависят от трех переменных ),,( ZYX  и восьми  
( 1 , 2 , ,, 00 YX XQ0 , YQ0 , XP0 , )0YP  свободных комплексных параметров. Они описывают восьмипа-
раметрическое семейство решений для амплитуд скалярных параксиальных децентрированных 
астигматических 3D пучков .GK  Как уже отмечалось выше, 3D решения для пучков GK  мож-
но построить как произведения соответствующих 2D решений. При этом возможна любая комби-
нация четностей функций 1h  и 2h . В итоге по четности все решения (4) делятся на четыре типа: 
;321 hhGhf eeee  ;3201 hhGhf eeo  ;321 hhGhf eooe  321 hhGhf oooo .                          (14) 
Пучки Эрмита-Гаусса. Пучки GK  представляют обобщение пучков GH , описыва-
емых функциями Эрмита с комплексным аргументом [1]–[5], [8]–[10]. Остановимся на пуч-
ках GK   с неотрицательными целочисленными индексами 1  и 2 . Тогда последние реду-
цируются к обобщенным пучкам GH . При 011  получаем астигматический децентри-
рованный гауссов пучок (9). При 0''0XQ  и 0
''
0YQ данное решение удовлетворяет физическим 
принципам и квадратично интегрируемо. 
Пусть переменная 1X  будет быть вещественной при любых Z . Тогда параметр XX QP , 
откуда "" 00 XX QP  и поэтому 
XWXX /21 .                                                               (15) 
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Здесь 0
2
0
2
0 //)(1 xwQQZW xXXX  – нормированный поперечный размер пучка вдоль 
оси ОХ. Выражения для вещественных 1Y  аналогичны. Получаем 3D астигматические стан-
дартные пучки GH c вещественным аргументом [1], [2], [5]. 
При XP0 , YP0  пучки GK  комплексного аргумента сводятся к элегантным 
пучкам GK . Если далее 1  и 2 – целые, то последние редуцируются к элегантными пучкам 
GH , впервые введенным Сигманом [3]. 
Условия квадратичной интегрируемости децентрированных пучков Куммера-
Гаусса. Наибольший практический интерес представляют физически реализуемые пучки ко-
нечной мощности. Рассмотрим 2D пучки GK , соответствующие плоскости OX. Амплитуда 
такого пучка должна быть ограниченной при всех Х. Более того, при 0X амплитуда  
должна стремиться к нулю и быть квадратично интегрируемой (КИ), т. е. интеграл dXf
2
 
должен сходиться. Чтобы гауссов пучок был физически реализуем, как известно, достаточно 
одного простого ограничения: 0''0Q . 
Проведем анализ условий КИ для 2D пучков GK , соответствующих плоскости XOZ. 
Для этого исследуем поведение функций f  при f . Асимптотическое поведение конфлю-
энтной гипергеометрической функции ,,1 baF  при  описывается формулой [11], [12] 
a
abГ
bГai
baF
)(
)()exp(
,,1
ba
aГ
bГ
)(
)()exp(
,                                   (16) 
где Г – гамма-функция и ...,3,1,0a . Учитывая (16), получим условия КИ для пучков, соответ-
ствующие различным частным ситуациям, рассмотренным ниже. Результаты проведенного анализа 
представлены в таблице 1. Они соответствуют центрированным пучкам  K-G , когда 0''0X . В по-
следних двух столбцах таблицы 1 в скобках приведены итоги анализа КИ для децентрированных 
пучков K-G . Видно, что во всех случаях децентровка пучка может только ухудшить условия КИ. 
 
Таблица 1 – Условия КИ для 2D световых пучков Куммера-Гаусса 
 
№ 
Ограничения 
на параметры 
''
0Q  
Ограничения 
на параметры 
''
0P  
Ограничения 
на индекс 
,...)2,1,0(
'''
m
i
 
Предел f  при 
x  
Выполнение 
условий КИ 
 
1 0''0Q  0
''
0P  нет 0;0
0ff e  да; да 
2 0''0Q  0
''
0P  m2  
0;0 ff e  только для ef  
3 0''0Q  0
''
0P  12m  
eo ff ;0  только для of  
4 0''0Q  0
''
0P  22m  
eo ff ;0  только для of  
5 0''0Q  0
''
0P  12m  
0;0 ff e  только для ef  
6 0''0Q  0
''
0P  2/1'  )(0f  да (нет) 
7 0''0Q  
''
0P  2/1'  0f  да 
8 0''0Q  
0''0P
 
]2/1;1('
 
)(0f
 
нет 
9 0''0Q  
''
0P  
]2/1;1('
 
0f
 
нет 
10 0''0Q  
0''0P  
1'
 
)(constf
 
нет 
11 0''0Q  
''
0P  
1'
 
constf
 
нет 
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Окончание таблицы 1 
12 0''0Q  ''0
''
0 или0
P
P
 
1'
 
f
 
нет 
13 0''0Q  
0''0P  
2/1'
 )(0f  
да (нет) 
14 
''
0Q  
0''0P  
2/1'
 
0f
 
да 
15 0''0Q  
0''0P  
)0;2/1['
 
)(0f
 
да (нет) 
16 
''
0Q  
0''0P  
)0;2/1['
 
0f
 
нет 
17 0''0Q  
0''0P  
0'
 
)(constf
 
нет 
18 
''
0Q  
0''0P  
0'
 
constf
 
нет 
19 ''
0
''
0 или0
Q
Q
 0
''
0P  
0'
 
f
 
нет 
20 0''0Q  
''
0
''
0 или0
P
P
 
)0;1('
 
)(0f
 
нет 
21 
''
0Q  
0''0P  
)0;1('
 
)(0f
 
нет 
22 0''0Q  
''
0
''
0 или0
P
P
 0'
или1'1
 
)(0f
 
нет 
23 
''
0Q  
0''0P  0'
или1'
 
)(constf
 
нет 
24 0''0Q  ''0
''
0 или0
P
P
 0'
или1'
 
f
 
нет 
25 
''
0Q  
0''0P  0'
или1'
 
f
 
нет 
 
Чтобы 2D гауссов пучок был физически реализуем, как отмечалось выше, достаточно 
одного простого ограничения 0''0Q . В [9], [10] нами исследовались условия КИ для 2D пуч-
ков K-G . Здесь мы добавили также анализ ситуаций, когда ''0P  или 
''
0Q . 
Анализ информации таблицы 1 приводит к следующим выводам для 2D пучков K-G . 
Основной вклад в условия их КИ вносит гауссиан, поэтому необходимые условия КИ для 2D 
пучков  K-G  – 0''0Q  либо 0
''
0P . 
Если одно из предыдущих необходимых условий выполнено, то при целочисленном 
индексе  одна из функций ef  или of  обязательно будет КИ. При этом, если 0 , то, в об-
щем случае, имеем обобщенный пучок GH  комплексного аргумента, который может ре-
дуцироваться к стандартному или элегантному пучку GH . Здесь условия КИ для центри-
рованных и децентрированных пучков совпадают. Если же 0 , то имеем тип пучков K-G с 
целочисленным отрицательным индексом , который обсуждалcя нами ранее [9], [10]. 
Пусть индекс  не является целочисленным и может быть комплексным. Тогда возможные 
условия КИ для функций ef  и of  становятся одинаковыми. КИ может также реализоваться при 
условиях ( 0''0Q  и 0
''
0P ) либо при ( 0
''
0P  и 0
''
0Q ). При этом начинает играть существенную роль 
вещественная часть '  комплексного индекса  функции Куммера и КИ может существовать толь-
ко при определенных значениях условия ' . Мнимая часть ''  при этом не оказывает влияния на КИ. 
При децентровке пучка, т. е. при 0''0X  резко сужаются возможные области изменения па-
раметров )',,,( ''0
''
0
''
0 PQX  для выполнения условий КИ. Так, при 0
''
0P  или 0
''
0Q  КИ пучков не-
возможна ни при каких значениях параметра ' . Поэтому центрированные пучки K-G  с 0''0P  
или 0''0Q  являются структурно неустойчивыми, поскольку после их децентровки их КИ исчезает. 
В работе Бандреса [5] фактически приведены условия КИ только для центрированных 
пучков (по терминологии Бандреса – декартовых), хотя рассматриваются и децентрирован-
ные пучки. Показательно, что в последующей работе [6] авторы условиями КИ называют 
С.С. Гиргель 
 
116 
уже только условия ( 0''0Q  и 0
''
0P ) с некорректным замечанием, что только второе условие 
не необходимо для обобщенных пучков GH . На самом деле, как видно из таблицы 1 (стро-
ки 4 и 5), при 0''0Q  и 0
''
0P  одна из функций 
ef  или будет обладать КИ при целочисленных 
отрицательных значениях индекса , вопреки мнениям работ [5], [6]. 
Мы обсуждали условия выполнения КИ для 2D пучков K-G , соответствующих плоско-
сти XZ. Аналогичные рассуждения справедливы также для функций, описывающих 2D пучки 
K-G  , соответствующих плоскости YZ. Общая функция f  для 3D пучка K-G , как отмеча-
лось выше, может быть представлена как произведение двух функций для двух 2D пучков 
K-G . Поэтому общие условия КИ 3D пучков получаются путем наложения условий КИ двух 
2D пучков. Это обусловлено тем обстоятельством, что рассматриваемые нами астигматиче-
ские пучки обладают простым астигматизмом. 
Заключение. В данной работе формализм для описания 3D параксиальных световых 
пучков, предложенный ранее нами в [10], был распространен на децентрированные 3D 
астигматические пучки .K-G  Показано, что выражения, характеризующие 3D децентриро-
ванные астигматические пучки K-G , являются произведением функций, описывающих 2D 
световые пучки. Поэтому число свободных комплексных параметров для 3D астигматиче-
ских пучков K-G  удваивается и равно восьми. 
Выявлены взаимосвязи пучков K-G  с обобщенными, стандартными и элегантными 
пучками .GH  
Обсуждены ограничения на параметры, чтобы полученные решения соответствовали 
3D пучкам с конечной переносимой мощностью или, как говорят, физически реализуемым. 
Условия физической реализуемости, т. е. КИ должны независимо выполняться для 2D полей 
во взаимно перпендикулярных плоскостях. 
Установлено, что при децентровке пучка резко сужаются возможные области изменения 
восьми свободных параметров для выполнения условий КИ, т. е. физической реализуемости. 
Так, при 0''0P  или 0
''
0Q  КИ пучков невозможна ни при каких значениях параметра ' . По-
этому центрированные пучки K-G  с 0''0P  или 0
''
0Q  являются структурно неустойчивыми. 
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